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El problema de Muskat

Queremos estudiar la evolucién de una ola entre dos fluidos de
distintas densidades en un medio poroso

Figure: Agua y aire en un medio poroso.
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Hipdtesis:
» El fluido abajo tiene densidad constante e igual a p°. La

densidad del fluido de arriba es p'. Ambos fluidos son
incompresibles, inviscidos e irrotacionales.

» La Unica fuerza externa presente es la gravedad.

LEMAT




Problemas de frontera “no-tan-libre”

Rafael Granero-Belinchon

» La interfase, z(«) (la ola), inicialmente puede parametrizarse
como un grafo (y entonces escribiremos f) y no consideramos
tensién superficial.

» Debido a la friccién de las particulas del fluido con el medio
solido tenemos un rozamiento propocional a la velocidad: —%.
K es la permeabilidad del medio.

» Las velocidades del fluido son pequefias y no cambian mucho.
Por lo tanto podemos despreciar la aceleracion.

Esto es lo que se conoce como el problema de Muskat.

MAT
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Asi tenemos

Las ecuaciones

—— =—-Vp—(0,p(x)),

V.-v=0,
Otp+v-Vp=0,

Conservaciéon del momento

Incompresibilidad

Conservaciéon de la masa.

(1)

(EMAT
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Esta férmula se conoce como Ley de Darcy y debe su nombre a un
ingeniero francés, Henry Philibert Gaspard Darcy (Junio 10, 1803 —
Enero 3, 1858), que la obtuvo experimentalmente.

Figure: Henry Darcy.

Matematicamente puede obtenerse de las ecuaciones de Stokes us-
ando homogenizacién (ver trabajos de Tartar y Allaire). MAT




Problemas de frontera “no-tan-libre”
Rafael Granero-Belinchén

Ahora tenemos que cerrar el sistema dando como dato x(x):

Caso homogéneo con profundidad infinita

k(x)=1

- . 2(x,)=(z,(x.t),2,x1)

[(®MAT
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Caso homogéneo con profundidad finita

K(x) = Y _r/2cy<n/2}

z(x,t)=(z1 (x,t),zz(x,t))
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También podemos preguntarnos por lo que pasa cuando la perme-
abilidad toma dos valores positivos:

Caso inhomogéneo con profundidad infinita

K(x) = ﬂll{—hz<y} + Hzl{}’<—h2}

o p Z(xt)=(z,(x0),Z,x1)

. o he)=th, (.1, ()
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O por el caso completo, i.e. la permeabilidad toma valores arbitrarios

en una region y se anule fuera.

Caso inhomogéneo con profundidad finita.

R(X) = K'Y pyeyansay + KL njacy<—h)

(IMAT
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Y, por si la simple curiosidad no sirve como excusa, jhasta podemos
dar aplicaciones! Por ejemplo en la obtencién de energia geotérmica
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Cada uno de los cuatro casos anteriores tiene unas ecuaciones difer-
entes (si bien todas son similares en algunos aspectos). En lo que
sigue escribiré

Hl—ﬁz

1
= K
K1+ K2

K L1y p?—pt=2n

Caso 1: La ecuacidn para el medio homogéneo y
no acotado; | = oo

py [ @O0 = 2ufx— )y
R X ) i

MAT
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Caso 2: La ecuacidn para el medio homogéneo y
acotado; | = /2

1 (Oxf (x) = Oxf (x — n))sinh (1)

Oef(x) = 2P'V' /R cosh (1) — cos(f(x) — f(x —n))
(Oxf (x) + Oxf (x — ) sinh (1) .
cosh (n) + cos(f(x) + f(x —n)) "

€
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Caso 3: La ecuacién para el medio inhomogéneo y
no acotado

B BOLF(x) — 0 (x — 7))
9f() PV/Bz )—f(x—ﬁ))dﬁ

w> X—5)5+8 f(x)(f(x) + h2))
_PV/ (F0O) + m)?

dg,

B 0.F(8)(h + F(5))
=) = 2PV, | =2+ (—h— FBR"

I MAT
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Caso 4: La ecuacién para el medio inhomogéneo y acotado

=i | P e
o St B
L Pl Bl

o 2O -

dg
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- A f(B)sin(hy + ()
w2(x) =K (P'V' /R cosh(x — ) — cos(h2 + f(ﬁ))dﬁ

Oxf (B)sin(—ho + £(B))
PV /]R cosh(x — ) + cos(—hy + F(B)) dﬁ)

K2 Oxf(B)sin(hz + £(B))
+EG"2”C* (P'V' /R cosh(x — ) — cos(h2 + (1))
Oxf(B)sin(—ho + F(B))
B P'V'/R cosh(x — ) + cos(—hy + f(ﬂ))dﬂ> '

dp
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Definimos
Condicién de Rayleigh-Taylor
RT(x,t) = —(Vp*(2(x, t)) — Vp'(2(x, 1)) - O 2(x, t).

Decimos que estamos en el caso R-T estable si RT > 0.
Usando la incompresibilidad y la ley de Darcy,

RT(x,t) = (p* — p')dxz1(x,t) > 0

4

Para un grafo, esta condicidn se satisface si el fluido mas denso estd
debajo del mas ligero.

FIMAT
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Teorema: Bien propuesto en el caso R-T estable

Sea fy € 2 un dato inicial en el caso estable (p?> — p! > 0).
Entonces existe una solucién cldsica, f, hasta tiempo T = T(fy).

2A C H3 es el conjunto de datos admisibles, que varian segiin el
problema pero que han de satisfacer no tocar a la curva h ni al
borde del dominio. Este enunciado se formula para cada una de
las ecuaciones anteriores sin mas que cambiar los datos iniciales
admisibles.

MAT
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Escépticos...

iEspera! Has dicho que el caso homogéneo y con profundidad
infinita habia sido estudiado por A. Castro, A. Cérdoba, D.
Cérdoba, F. Gancedo y M. Lépez-Ferndndez. Quiza tus ecuaciones
son perturbaciones de ese problema...

Vamos a ver unas simulaciones.
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Dijimos que estas ecuaciones tienen un efecto suavizante. Usando
que el término lineal es similar a A = v/—A con el signo correcto si
estamos en el caso R-T estable, tenemos

Teorema: Analiticidad instantdnea (Caso 2)

Supongamos que se satisface la condicion R-T y sea fy € 2 nuestro
dato inicial. Entonces la solucién a nuestro problema se vuelve
analitica para todo tiempo t > 0. Es mads, es analitica en la banda

B = {x+i¢, [¢] < k(fo)t}.

MAT
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I'm

Re

Figure: Banda de analiticidad de f.

MAT
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Y casi como una consecuencia directa se tiene el siguiente resultado

Teorema: lll-posedness en el caso R-T inestable (Caso 2)

Existen soluciones 7 con p? < p (R-T inestable) tales que

||f0HHs <ey Hf( )| Hs(r) = 00, para cualquier 4 <5, 0 < ey
0>0 suﬂaentemente pequeno.

FIMAT
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Una vez que hemos probado existencia local, jes global?

Figure: Jean-Désiré-Gustave Courbet, La Ola, 1870

wwwwwwww



Problemas de frontera “no-tan-libre”

Rafael Granero-Belinchén

Teorema: Singularidades en tiempo finito

Sea p? — p! > 0 (RT estable). Entonces existen datos iniciales

fo € 2 tales que, al menos para para un intervalo de K, tienen
blow up para ||Oxf(t)||. a tiempo t = t1 y, si t > t1, la curva no
puede ser parametrizada como un grafo.

LZMAT
Figure: La evolucién en tiempo t = —t;,0, t1, respectivamente.
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iY las fronteras? jHacen que en el caso homogéneo y acotado el
comportamiento sea diferente del caso con profundidad finita?

Teorema: Efecto del fondo

Existen datos iniciales zp(a) = (z1(), z2()) tales que tienen blow
up sélo si la profundidad es finita. Si la profundidad es infinita las
mismas curvas se aplanan.

MAT
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Figure: Un ejemplo
de tales curvas

j j j < Finite depth
o Y Infinite depth 1
_- . - Infinite depth, Periodic case
I SRR I SEEEEELEEE Ao mm e nn e  GREREELEEE S GRGEETEETE TEEEPEEEEE -
ol i * * * * %
grimme
[ NN @ nmmmn @unmnnnnn @nmmnn Qmimmmmn
i f | | |

Figure: 9,v1(0) en los distintos casos.
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Queremos ahora saber algo sobre el compotamiento de las soluciones

Teorema: Principio del maximo para ||f|| () (Caso 2)

Sea f la solucién del problema 2 en el caso R-T estable. Entonces
f satisface que

() Loy < ol oo (r)-

Notamos la dependencia en la profundidad, /. {YMAT
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Queremos ahora saber algo sobre el compotamiento de las soluciones

Teorema: Principio del maximo para ||f|| () (Caso 2)

Sea f la solucién del problema 2 en el caso R-T estable. Entonces
f satisface que

() Loy < ol oo (r)-

Teorema: Estimacidn del decaimiento
Sea fy >0, fy € L' N2A. Entonces se satisface la siguiente
desigualdad

mlfoll 1

d _ mholn
pr QIR —c(llfoll s 1folloe, 0%, p*, e T

Notamos la dependencia en la profundidad, /. QGMAT
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Eso es menos decaimiento del que se puede probar si la profundidad
es infinita. j Qué pasaba en nuestras simulaciones?

Figure: Dato inicial 1. Figure: Dato inicial 2.
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Esos eran datos iniciales pares y muy cercanos a la frontera
pasa para un dato inicial mds lejano y sin tanta simetria?

[

Figure: Dato inicial 3.

. iQué

MAT
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iPodremos evitar esas singularidades de las que hablamos hace un
momento al menos para algunos datos iniciales?

Datos con:
1. Amplitud
pequena
2. Pendiente
pequefia

Figure: La ola, Edvard Munch, 1921 | MAT

i
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Precisemos lo que queremos decir
Primera hipdtesis

[0x ol <1, (2)

7| foll L . ™
t ————— ) < ||Oxfo|[f= tanh [ — ],
an Y < [|0xfol| = tanh { 7 (3)

DA
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Precisemos lo que queremos decir

Primera hipdtesis
[0xfollee < 1, (2),
Segunda hipdtesis
7||foll L~ ™
ZHPNET ) <« oo -
tan( o1 ) < 0o tanh (4/), (3)

[[MAT
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Tercera hipdtesis

(Haxfonpo +|2(cos<%> — 2) sect ( )ma fol3e
tan (5 L2foLuex )

(1+ [0 ol (||3xfo||L°° o

. 6tanh (%)

™ ™
+4tan (1 lfoll i ) = 410foll i cos (T 1foll= ) <0 (4)

2

Estas hipdtesis se satisfacen si la amplitud y la pendiente son pequenas.

MAT
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Teorema: Principio del méximo para ||Oxf||

Sea fy € 2 un dato inicial tal que las condiciones anteriores (2),(3)
y (4) se cumplen. Entonces,

[10xF ()| oo < [[0xol oo

Es mis, existe (x(/), y(/)) tal que si ||Oxfoll1~ < y(I)y
IfollLe < x(I) se tiene que

[[0xf||ee < 1.
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Uniform
bound

[

Figure: Regiones. [®MAT
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También se puede probar lo siguiente

Teorema: Principio del maximo para ||f||2r) (Caso 2)

Sea f la solucién del problema 2 en el caso R-T estable. Entonces
f satisface que

7Oy + —x / 1V(8) 2255 = 12z




